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Kurzfassung des Inhalts:

Aus vorhandenen momentanen Anderungsraten lassen sich Riickschliisse auf die zu-
grunde liegende Funktion ziehen. Diese Funktion kann symbolisch durch ,Aufleiten”
oder numerisch durch ein entsprechendes Rekonstruktionsverfahren gefunden werden.

Klassenstufe(n):
11-12 Jahrgangsstufe

Lernziele:

e Umkehrung elementarer Ableitungsregeln;

e Bedeutung der Integrationskonstante;

e Mit der Ableitung als Grenzwert des Differenzenquotienten einen benachbarten
Funktionswert rekonstruieren.

Vorkenntnisse beziiglich der Bedienung des Graphikrechners:
e (Graphen zeichnen lassen;

e Solve-Befehl;

e Arbeiten mit Listen.

Zeitbedarf:
e Erarbeitungsphase 4 Doppelstunden;
e Vertiefungsphase mit ergdnzenden Aufgaben mindestens 5 Doppelstunden.

Sonstige Materialien:
Visualisierung der Zwischenwertsumme mit GeoGebra
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Begleittext

Aufgaben zur Rekonstruktion einer Funktion aus ihrer Ableitung haben in der Schulma-
thematik inzwischen den gleichen Stellenwert wie Flachenberechnungen als Anwen-
dungen des Integrals. Allerdings ist bei den meisten Aufgaben dieser Art sehr leicht er-
kennbar, von welcher Funktion die Ableitungsfunktion angegeben ist. Das Problem re-
duziert sich daher schnell darauf, eine geeignete , Aufleitung” zu finden, mit der dann die
entsprechenden Fragen beantwortet werden konnen. Die additive Konstante der
Stammfunktion spielt dann keine Rolle mehr, wenn man aus der momentanen Ande-
rungsrate die Gesamtdnderung einer Grofde bestimmen will, weil sich diese als Differenz
der Stammfunktion an Beginn und Ende des Intervalls berechnet. Diese Aufgabe - Bilden
der Stammfunktion und Berechnung der Differenz - kann der Casio ClassPad tliberneh-
men.

Flr den Fall, dass das CAS keine Stammfunktion findet, konnen Naherungsverfahren
verwendet werden, von denen sich eines direkt aus der Definition der Ableitung herlei-
ten lasst. Die Idee dabei ist es, dass das Aufsummieren vieler kleiner Verdnderungen zur
Gesamtveranderung fiihrt. Die geometrische Interpretation dieses Naherungsverfahrens
zeigt, dass dabei die Flache zwischen Kurve und x-Achse berechnet wird, das Integral
also auch zur Flachenberechnung verwendet werden kann.

Voraussetzungen

Die Schiilerinnen und Schiiler kennen die Bedeutung der Ableitung als Steigung der
Tangente und als momentane Anderungsrate und beherrschen die Ableitungsregeln fiir
Polynomfunktionen.

Der Begriff der momentanen Anderungsrate sollte an vielen Beispielen verdeutlicht
worden sein, insbesondere ist die Geschwindigkeit als momentane Anderungsrate des
zuruckgelegten Weges behandelt worden.

Ziele der Unterrichtseinheit

Ausgehend von Funktionen, die momentane Anderungsraten beschreiben, werden zu-
nichst begrifflich die Gréfien rekonstruiert, deren momentane Anderungsraten vorlie-
gen. Dann werden die entsprechenden funktionalen Beschreibungen dieser Gréfden be-
stimmt.
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1. Zum Einstieg eine Fahrt mit dem Motorrad

Fir den Einstieg in die Thematik ist eine Wiederholung des Begriffs der momentanen
Anderungsrate notwendig. Dafiir hat sich in der Unterrichtspraxis bewéhrt, den Schiile-
rinnen und Schiilern die Geschwindigkeit als momentane Anderungsrate des zuriickge-
legten Weges in Erinnerung zu bringen. Dabei sollte auch die Frage geklart werden, wa-
rum bei einer 10-miniitigen Fahrt mit dem Auto die Aussage ,Ich fahre gerade mit einer
Geschwindigkeit von 45 Kilometern pro Stunde!“ durchaus sinnvoll ist.

Momentan-Geschwindigkeiten konnen mit einem Fahrtenschreiber aufgezeichnet wer-
den. Die mathematische Auswertung eines derartigen Geschwindigkeitsdiagramms soll
zunidchst im Fokus der folgenden Uberlegungen stehen. Dazu kann z. B. eine Testfahrt
modelliert werden. Beim Start ist die Geschwindigkeit 0 m/s, dann soll langsam be-
schleunigt werden, bis eine maximale Geschwindigkeit erreicht ist. Danach wird die Be-
wegung abgebremst und das Fahrzeug soll sanft zum Stillstand kommen.

Eine qualitative Skizze eines Geschwindig- y A
keits-Weg- (oder Geschwindigkeits-Zeit-) Gra- |
phen verdeutlicht dies: i
vu—\ax AK
[

Stevr =

fady

Seite 188



Der etwas andere Einstieg in die Integralrechnung

Im Folgenden gehen wir von diesen Daten aus. Als unabhdngige Variable nehmen wir
die Zeit:

Start aus dem Stand: v(0)=0

Sanfte Beschleunigung zu Beginn: v'(0)=0

Maximale Geschwindigkeit 20 m/s nach 15 Sekunden: v(15) = 20, v'(15) =0
Sanfter Stillstand nach 25 Sekunden: v(25)=0,v(25) =0

Je nach zur Verfligung stehendem Repertoire an Funktionen kénnte im Unterrichtsge-
sprach vereinbart werden, dass diese Situation durch ein Polynom 5. Grades modelliert
oder dargestellt werden kann:

p(x)=a-x+b-x*+c-x>+d-x*+e-x+f.

Wegen p(0) = 0 und p’(0) = 0 wird man die Definition des Polynoms gleich entspre-
chend vereinfachen: p(x) =a-x°+b-x*+c-x3+d - x>

& Edit Aktion Interaktiv £ Edit Zoom Analyse e (%]
B | b | faa|sime | B | v | AP | v Q Ld
Clear_a_z
done 15
Define p(x)=axx5+bxx4+cxx3+dxx2 o
done
Define pl (x)=diff (p(x), x) 5
done .
p(25)=0 o/ &
[EEY
p1(25)=0 _ (B[ %
p(15)=20 Blatt1 [Blatt2 |Blatt3 [Blatt4 [Blatt5 |
p1(15)=0|a, b, c, d 1= %9 _2.3,;4 ﬁ ) .
’ ) . My1=1ggm5 575 To7 | 0xs25
{a= 16875 P 675 =27 d=0} Cly2:0
p(x) |ans [v3:0
K5 _2xt i3 Oy4:0
16875 675 27 Cy5:0
o [y6:0
Algeb  Standard  Reell 2n T 2u  Reell [ m

2. Die Motorradfahrt wird genauer untersucht

Wir gehen nun von der 1. dargestellten Situation aus und lassen ein Motorrad auf einer
Teststrecke fahren. Dabei gehen wir weiter davon aus, dass sich seine Geschwindigkeit
fir etwa 25 Sekunden ndherungsweise durch die Funktion v,; mit

1 2 1 . .
vy (x) = -x% ——=.x*+ = x3 beschreiben lasst.
16875 675 27

( x in s nach dem Start, vy (x) inm/s)

a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion v,,.
Bestimmen Sie die grofdte Geschwindigkeit.
Wann bremst das Motorrad am starksten ab?
Wann beschleunigt das Motorrad am starksten?

b) Welchen Weg legt es wahrend seiner Fahrt zurtick?

Aufgabenteil a) dient als "WarmUp" und der Wiederholung zur Erreichung von Nachhal-
tigkeit, kontrolliert aber auch die Gultigkeit der angestrebten Modellierung.
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Aufgabenteil b) bringt eine neue Fragestellung. Aus dem Physikunterricht und durch die
oben erwihnte einfithrende Wiederholung des Begriffs der momentanen Anderungsrate
ist den Schiilerinnen und Schiilern bekannt, dass die Geschwindigkeit die momentane
Anderungsrate des zuriickgelegten Weges ist.
Es geht bei dem Problem also darum, eine Funktion zu finden, deren Ableitung bekannt
ist. In der Sprache der Schiilerinnen und Schiiler: , Ableitung riickwarts“ oder , Auflei-
tung".
Da die Schiilerinnen und Schiiler mit den einfachen Ableitungsregeln vertraut sind, ist
das Finden einer entsprechenden Funktion, deren Ableitung durch vy, gegeben ist,
einfach:

1 x® 2 x°> 1

X
16875 6 675 5 T27 4

su(x) =

Bem.: An dieser Stelle erscheint es sinnvoll, den Begriff der Stammfunktion fiir eine Vereinfa-
chung der Sprechweise einzufiihren

Damit kann die Frage der Aufgabe beantwortet werden: s,,(25) = 241, d. h. das Motor-
rad legt in den 25 Sekunden seiner Fahrt ca. 241 m zuritick.

In der Unterrichtspraxis kam sehr schnell von Seiten der Schiiler der Hinweis, dass die
gefundene Funktion fiir den zuriickgelegten Weg durch eine additive Konstante erganzt
werden kann, weil diese beim Ableiten ,wegfallt“. Diese additive Konstante wurde bis-
lang nicht beriicksichtigt, so dass die gefundene Losung Kritisch tiberpriift werden muss,
bzw. die physikalische Bedeutung einer additiven Konstante geklart werden muss.

Bertucksichtigt man diese Konstante, so erhalt man:

1 x® 2 x5 1 x*
===+ ==+ C.
16875 6 675 5 27 4

sux) =

Es gilt 5,,(0) = C, d. h. die additive Konstante gibt bei der betrachteten Motorradfahrt
den bis zum Zeitpunkt t = 0 zuriickgelegten Weg an. Bei einem ersten Herangehen an
die Problematik des zurtiickgelegten Weges wird man natiirlich davon ausgehen, dass
der vom Zeitpunkt t = 0 aus zurtiickgelegte Weg gemeint ist.

Es muss also gelten s,,(0) = 0. Dies wird durch die vom ClassPad gelieferte Stammfunk-
tion erfillt, die Konstante ist in diesem Fall also 0, d. h. die Konstante wird durch die
Anfangsbedingung der in Frage stehenden Stammfunktion festgelegt.
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3. Ein zweites Beispiel: Dauerregen

Die Niederschlagsrate wahrend eines Dauerregens, d. h. die Regenmenge, die pro Zeit-
einheit auf eine bestimmte Flache fallt, kann messtechnisch durch die Geschwindigkeit
eines Turbinenrades erfasst werden, durch das der Regen, der auf die Messflache gefal-
len ist, ablauft. Nach einer entsprechenden Normierung, kann dann zu jedem Zeitpunkt
angegeben werden, wie viele Liter Wasser pro Zeiteinheit auf einen Quadratmeter gefal-
len sind. Man erhélt dadurch ein Diagramm, dessen Kurvenpunkte durch eine mathema-
tische Funktion beschrieben werden.

Die Niederschlagsrate wahrend eines Dauerregens, der von Montag bis Mittwoch an-
dauerte, soll modellhaft durch die Funktion f mit f(x) = 0,0001- (x —5) - (x — 70)?
zwischen ihren beiden Nullstellen beschrieben werden (x in Stunden seit Montag 0: 00
Uhr, f(x) in Litern, die pro Stunde auf einen Quadratmeter fallen).

a) Wann beginnt der Regen, wann hort er auf?
Wann ist der Regen am starksten?
Wann gehen die Niederschldage am starksten zurtick?

b) Welche Wassermenge geht insgesamt auf jedem Quadratmeter Flache des betroffe-
nen Gebietes nieder?
Wie viele Stunden nach Beginn des Regens sind 100 Liter Wasser auf einen Quad-
ratmeter gefallen?

c) Fliefdgewadsser, Versickerung usw. tragen zum Wasserabfluss bei.
Wegen der Sattigung des Bodens kann im Laufe der Zeit immer weniger Wasser auf-
genommen werden. Die maximal mogliche Wasserabflussrate soll daher durch die

Funktion a mit a(x) = ﬁ cx?— % - x + 5 modelliert werden, die in dem betrachte-

ten Zeitintervall monoton fallend ist (x in Stunden seit Montag 0:00 Uhr, a(x) in Li-
tern, die pro Stunde aus einem Quadratmeter abfliefden).
Bestimmen Sie den Zeitpunkt, ab dem das Wasser nicht mehr vollstiandig abflief3t.
Begriinden Sie, warum die Uberschwemmung beim zweiten Schnittpunkt der Gra-
phen f und a am grofdten ist. Bestimmen Sie den entsprechenden Zeitpunkt auf Mi-
nuten gerundet.
Wie viele Liter stehen dann liber einem Quadratmeter?

d) Das ganze Wasser ist erst einige Stunden, nachdem der Regen aufgehort hat, versi-
ckert. Wann ist das ganze Wasser versickert?

Die Funktion f kann als momentane Anderungsrate der Wassermenge, die in dem be-
trachteten Zeitraum pro Quadratmeter fallt, aufgefasst werden.

Eine Funktion, von der f die Ableitung ist, bezeichnet man tliblicherweise mit dem ent-
sprechenden Grofbuchstaben F; d. h. F'(x) = f(x). F heif3t ,Stammfunktion von f*.
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Bearbeitung der Aufgabe mit dem ClassPad

a) Grafische Analyse / Nullstelle liefert eine Nullstelle bei
x =5undx = 70;

d. h. der Regen beginnt am Montag um 5:00 Uhr und hort
am Mittwoch um 22:00 Uhr auf.

Grafische Analyse / Maximum liefert den Zeitpunkt des
starksten Niederschlags x = 22,7.

Grafische Analyse / Wendepunkt liefert den Zeitpunkt,
an dem der Niederschlag am starksten zuriickgeht
x = 48,3.

& Edit Zoom Analyse *

E
El
Jii
&
=
a5

/

10 20

Wendepunkt
yc=2.0342593

(B[

c=48.333333

Blatt1 [Blatt2 [Blatt3 [Blatt4 [Blatt5|

2
1= (x=5) (x=70)
y 10000

[ ]

[Jv2:0
[Jv3:0
[v4:0
[]y5:0
[1v6:0
Gra Real Lom

b) Da die Funktion f als die momentane Anderungsrate der Wassermenge interpretiert
werden kann, die insgesamt auf jeden Quadratmeter Fliche des betroffenen Gebietes

niedergeht, ist eine Stammfunktion F gesucht.

29 14 49
f(x)_ x3_ _x2+_.x__
10000 2000 25 20
x4 29 x3 14 x%? 49
=F(x) = e = == X
10000 4 2000 3 25 2 20
Diese Stammfunktion liefert der ClassPad auch

mit dem Befehl [ (f(x), x).

Allerdings muss bei diesem speziellen Problem F(5) = 0
gelten, weil der Niederschlag montags erst um 5:00 Uhr
beginnt.

Es gilt aber F(5) = — 1oy = ~ —5,839.

Die vom ClassPad gelieferte Stammfunktion muss also

1121

durch eine additive Konstante korrigiert werden.
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ClREEEEL 8

Dauerregen

5) (x=70) 2
10000

| |
expand (f (x))

x3  29.x2 14.x 49
10000 2000 T 25 20

Define F()=f(f(x),x)

Define f(x)= (=

done
expand (F(x))
x? _29x3% 7.x2 49.x
40000 6000 ° 25 20
F(5)
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Die gesamte Niederschlagsmenge berechnet sich nach |pefine Fex)=f(f(x),x)+

der Korrektur der Stammfunktion durch die Konstante,
also F(70) = 149. F(5)

D. h. pro Quadratmeter fielen ca. 149 Liter Wasser.
approx(F(70))

D

1121
192

done

0

148.7552083

Algeb Standard

Analysiert man die bisherigen Rechnungen, so erkennt man:

e Zuerst wurde eine (moglichst leichte) Stammfunktion F gebildet.

¢ Diese musste noch durch eine additive Konstante korrigiert werden.

e Fir die - beziiglich des Problems geeignete - Stammfunktion F* gilt:
F*(x) = F(x) — F(5).

Real

Gra

m

e F*(x) berechnet die vom Beginn (x =5) bis zum Zeitpunkt x gefallene Nieder-

schlagsmenge.

Das lasst sich verallgemeinern:
e Zuerst wird eine (moglichst leichte) Stammfunktion F gebildet.

e Diese muss eventuell noch durch eine additive Konstante korrigiert werden.

e Fiir die - beziiglich des Problems geeignete - Stammfunktion F* gilt:
F*(x)=F(x)+C.
e Fir die Gesamtverdnderung von F* zwischenx = aund x = b gilt:

F*(b)-F*(a) = [F(b) + C]-[F(a) + C] = F(b)-F(a).

Ergebnis: Will man die Gesamtverdnderung einer Grofde berechnen, deren momentane

Anderungsrate f’ bekannt ist, so
e bestimmt man eine Stammfunktion f von f” und
e berechnet f(b) - f(a).

Der C(ClassPad bestimmt die Gesamtveranderung mit dem Befehl _[f’(x)dx

aus dem 2D-Menii.
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Damit lasst sich Aufgabenteil b) einfach l6sen:

Nach 37 Stunden - von Montag 0:00 Uhr bis Dienstag ca.
13:00 Uhr - waren 100 Liter Regen pro Quadratmeter
gefallen.

c) Der Zeitpunkt, ab dem das Wasser nicht mehr voll-
standig abfliefdt, lasst sich graphisch oder algebraisch
bestimmen. Die Uberschwemmung beginnt demnach am
Montag etwa um 17:30 Uhr.

Ab x = 17,54 ist die Zuflussrate grofder als die Abflussra-
te, d. h. der Wasserspiegel steigt. Nach der zweiten
Schnittstelle flief3t pro Stunde wieder mehr Wasser ab
als hinzukommt. Daher ist der Wasserspiegel zu dem
Zeitpunkt, den die zweite Schnittstelle markiert, am
grofdten.

Die Schnittstellen der Graphen werden zur besseren Ver-
fligbarkeit im Main-Screen bestimmt.

Die grofdte nicht abgeflossene Wassermenge erhalt man
als Differenz des Niederschlags und der abgeflossenen
Wassermenge in dem Zeitraum von Beginn der Uber-
schwemmung bis zum Zeitpunkt des hochsten Wasser-
spiegels.
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b) NEU
70
f £ (x)dx
5
148. 7552083

4
solve(] f(x)dx=100, z)
5

{z=-13.2916439, z=36. 8454(5

Algeb Dezimal Real Gra | (O

£ Edit Zoom Analyse *

(8]

Blatt1 [Blatt2 |Blatt3 [Blattd [Blatt5|

Myl= (802

10000
1 2 1 —
My2=1555x"~7g x5 —
[J¥3:0
[Jva:0
[Ty5:0
Gra  Real O

& Datei Edit Einf. Aktion

afei]e] e [ I

: -1 2 1
Define a(x)—1500x 10x+5

| 3]
solve(f(x)=a(x), x)
{x=17.54012877, x=51. 24SSH
toDMS(17.54012877)
17°32°24. 463572
toDMS(51.24938935)
51°14°57.80166”
f51. 24938935

17.54012877

f(x)—a(x)dx

30.95141048
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d) Zunachst wird die Wassermenge ausgerechnet, die d)70

nach dem Ende des Regens noch abfliefden muss. f f(x)-a(x)dx
17.54012877

Der Abfluss dieser Restmenge wird durch die Funktion a 15.75701348

geregelt. solve([Z a(x)dx=15.757013H

70

Am Donnerstag gegen 10:30 Uhr sollte man nach diesem {2=82. 50814398}

Modell wieder trockenen Fufdes durch die Gegend mar- |0

schieren konnen. Algeb Dezimal Real Gra | O

Weitere Aufgaben dieser Art findet man im Mathematik-Abitur von Baden-Wiirttemberg
aus den Jahren 2013, 2011, 2010 und 2007. Die Aufgaben sind im Internet veroffentlicht
(z. B. matheAbi-BW.de).

Approximative Berechnung des Integrals

2 Edit Aktion Interaktiv Liefert der ClassPad im Standard-Mode eine Dezimal-
[""i%I&»I{:}:]ISixanI‘_“yl 'I”*U‘T'T[ zahl als Ergebnis, so deutet dies darauf hin, dass er ein
5 % 79|| Naherungsverfahren benutzt hat.
[1‘, x3+1 dx [ ]
1. 4852820902 Es stellt sich also die Frage:
o ,Was arbeitet der ClassPad, wenn er keine Stammfunk-
tion findet?“.

Da auch GTR, die nicht symbolisch rechnen koénnen,
©2|| Integrale berechnen kéonnen, muss es ein numerisches

Math! [[ine| = [ v | z | » Verfahren zur naherungsweisen Berechnung eines In-

Math2 | o= o | ) l0g,0| 5 || tegrals geben. Dies soll im Folgenden beschrieben wer-
| Math3

W | x® | x [loge®)solve(|| den.

T

> 9 BOO [toDMS| {™ | {} | )
Var -

¢ sin | cos | tan &

. abe

v+« %% [as|exe
Algeb  Standard Reell 2n (i

Die Ableitung ist definiert als der Grenzwert des Differenzenquotienten:
, . x)— f(x
f(xo):hmf() f( 0)’

X—)XO x —_ x()

S () = f(x)

d. h. falls x sehr nahe bei x, liegt, gilt f"'(x,) =

Xo

bzw. f(x) zf(x0)+f'(x0)-(X—x0).

Falls f (xy) bekannt ist, kann man also fiir einen nahe bei x, liegenden Wert x den Funk-
tionswert f(x) ndaherungsweise mithilfe der Ableitung berechnen. Wiederholt man das
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Verfahren, so kann man fiir weiter entfernte x-Werte schrittweise einen Naherungswert

des entsprechenden Funktionswertes bestimmen.

Ob dieses Verfahren funktioniert, soll an dem folgenden
Beispiel iberpriift werden.

Gegeben ist die Funktion y1 mit
YI(x)=0.05-(x=2)(x—=5)(x+1)+2

und ihre Ableitung y?2.

Ausgehend von x; = 1 sollen mithilfe der Ableitung y2
weitere Punkte des Graphen von y1 bis x = 4 konstru-
iert werden.

Da aufeinanderfolgende x-Werte moglichst nahe beiei-
nander liegen sollen, wird das Intervall [1; 4] zunachst
in 20 Abschnitte unterteilt, fiir jeden Abschnitt wird die
Veranderung des Funktionswertes und damit werden
20 weitere Punkte des Graphen berechnet.
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o~ 37 5 ¢
_1_
EAES

Blatt1 [Blatt2 [Blatt3 [Blatt4 [Blatt5|
M y1=0. 05+ (x-2)+ (x-5) - [p—

‘2=i(v1(\)) [}

[J¥3:0
[Jva:0
[y5:0

& Edit Aktion Interaktiv

né%l&jblﬁialfﬁmplji’%l v I-k{;l-l v E

1

n:=20
20

dx::m

Algeb  Dezimal Real Gra | O
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In der Statistik-Applikation werden mit:

seq(a+ x-dx,x,0,n—1)
zunachst die Anfange der jeweiligen Abschnitte in die
Liste list1 gelegt.
Mit y2(listl)-dx werden die Verdnderungen der
Funktionswerte in den einzelnen Abschnitten in die
Liste list2 gelegt.
y1(a) + cuml(list2) berechnet in Liste list3 die y-
Koordinaten der weiteren Kurvenpunkte.
In Liste list4 werden schliefdlich mit:

seq(a+ x -dx,x,1,n)

die passenden x-Koordinaten berechnet.
Die Kurvenpunkte werden dann als Punkte-Plot dar-
gestellt.
Schon bei dx = 0.15 sieht man, dass mit diesem Ver-
fahren die Originalkurve mithilfe der Ableitung ziem-
lich gut rekonstruiert wird.

£ Zoom Analyse Calc 0 (X]
=B EIEEEEE
list 1 hst2 list3
1 1|-0.045| 2.355
2 1.15(-0.051(2.3038
3 1.3|-0.056(2.2473
4 1.45|-0.061|2. 1866
5 1.6(-0.064|2.1227
B 1.75|-0.066|2.0566
Cal»|”seq(a.. |”v2 (lis..|”v1(a)..

Cal= yv1(a)+cuml (list2)

I T T I
(B[
Gra - a

Arbeitet man in der Main-Applikation, so lasst sich durch Vergrofiern der Anzahl der
Abschnitte erreichen, dass aufeinanderfolgende Kurvenpunkte noch ndher beieinan-
der liegen. Man sieht, dass die Rekonstruktion der Originalkurve dabei besser wird.

£ Zoom Analyse Calc

ol e TeTel-

list 1 list2 list3

1(-0.045( 2.355
1.15(-0.051|2. 3038
1.3|-0.056|2.2473
1.45(-0.061|2. 1866
1.6|-0.064|2.1227
1.75(-0.066|2.0566

o & W) —

Cal= [y1(a)+cuml (list2) |

Cal»|”seq(a.. ["v2 (lis..[”v1(a)..

P | | | o X
_1_
B

Seite 197




Der etwas andere Einstieg in die Integralrechnung

& Edit Aktion Interaktiv & Zoom Analyse Calc e

oif.%f axillslmplfi"@] vIH;L] vE I I ~ IEEIB—IWO IJ—[

bis =
* /;—\m/
n:=40
40 \1

dX:=bna ok\iké’y 4 5 :

0.075 2
list1:=seq (a+x-dx, x, 0, n) [ [
{1,1.075,1.15,1.225,1.3,H list 1 list2 list3
list2:=y2 (list1) «dx 11 -9/400|2.3775
o 228, s 2421575, 5 gassan [aner (2980
list3:=y1 (a)+cuml (list2) 4149/40 |-3455.. (2.3008
{2.8775, 2. 358375781, 2. 320 a|ie/10|~2259..12. 2125
list4:=seq (a+x-dx, x, 1,n) Cal» ["seq (a.. ["y2 (lis..["y1 (a)..
{1.075,1.15,1.225,1.3, I.H
D [ 1= |1 |
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Ein grofier Vorteil des ClassPad besteht darin, dass in diesem Worksheet leicht die An-
zahl der Abschnitte verandert werden kann und durch Driicken der (EXE€]-Taste samtli-
che anschliefdende Berechnungen durchgefiihrt werden. Dadurch kann gut visualisiert

werden, dass die Approximation mit grofier werdender Anzahl der Abschnitte immer
besser wird.

Bei diesem Verfahren wurde der Funktionswert an der Stelle x = b ndherungsweise mit
folgender Formel berechnet: f(b) = f(a) + X4 f'(a + i - dx) - dx.

Als Ergebnis erhalt man, dass ) I e T ki
051 e Jdx Si fdx Ylf~
SR RO o | Y B4 R Rl
FO) - @ = | /) dx - LE
[ vzeoax
niaherungsweise durch eine Summe von Produkten |1
der Gestalt f'(x,) - (x — x,) berechnet werden kann. en ~0:9
dxi=—rr
50
Die Approximation wird umso besser, je kleiner die 0.06
Abschnitte sind, in die das Intervall zwischen a und b || 49
zerlegt wird. > (y2(1+n+dx)+dx)
n=0
Dies lasst sich mit dem ClassPad nachpriifen: 41 =0:91328
=750
0.03
99
2. (y2(14n-dx)-dx)
n=0
-0.9066825 (v
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Der etwas andere Einstieg in die Integralrechnung

Geometrische Interpretation des Integrals

Die geometrische Bedeutung des Produkts f'(x,) - (x — x,) kann im Unterricht sehr gut
durch eine Handskizze veranschaulicht werden, die im Unterrichtsgesprach vervoll-
standigt wird.

£ Edit Zoom Analyse e £ Edit Zoom Analyse e

B (x]
HEEEEREE G T B EE EE B el ) 8

| é x | " x
y=0 AL y=—0.3 EIAEE

Das Produkt f’(x,) - (x — x,) berechnet die Fliche eines Rechteckstreifens tiber dem
betreffenden Teilintervall.

Die Produktsumme berechnet also den Inhalt einer Flache, die von vielen (sehr schma-
len) Rechteckstreifen gebildet wird. Fiir Ax - 0 wird diese Streifenflaiche zur Flache
zwischen der Kurve und der x-Achse.

Zur dynamischen Veranschaulichung dieses Prozesses eignet sich der Einsatz von Tur-
boPlot oder GeoGebra:
}g{ n=20

-—s

0

-0.2 4

-0.4 4

b
Ergebnis: jf'(x) dx berechnet auch den Inhalt der Flache

zwischen dem Graphen von f’ und der x-Achse.

b
analog: jf(x) dx berechnet den Inhalt der Flache

zwischen dem Graphen von f und der x-Achse.

Es folgen Ubungsaufgaben zur Flichenberechnung, wobei auch der Begriff des orientier-
ten Inhalts erarbeitet wird. Es bereitet erfahrungsgemaf} keine Schwierigkeiten zu ver-
stehen, dass das Integral bei einer Kurve, die unterhalb der x-Achse liegt, einen negati-
ven Wert hat.
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